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Opakovani

Tato cast slouzi jako opakovani klicovych pojmu z prednasek Matematicka analyza I a II.

Definice. Rekneme, Ze c¢islo s je supremum mnoZiny M (znacime s = sup M ) jestliZe

1. pro kazdé x € M jex < s a

2. je-li y <'s, emistuje x € M takové, Ze y < s.
Podobné tekneme, Ze ¢islo i je infimem mnoZiny M (oznaceni i = inf M ) jestlize

1. pro kazdé x € M jex > i a
2. je-li y <1, emistuje x € M takové, Ze y > x.

Definice. Bud [ redlnd funkce s definicnim oborem D, necht a je bud v D nebo na kraji nékterého 2
intervali, z nichZ je D sestaveno. Rekneme, Ze limita funkce f v bodé a je b, oznaceni

lim f(z) =10

r—a

jestlize plati formule
Ve>030>0tak, Ze0 < |z —a| <dxr e D=|f(x)—b <e
Definice. Bud (a,) posloupnost redlnych ¢isel. Limer inferior této posloupnosti, oznacent
lirrh inf a,,
je cislo (konecené nebo nekonecené)

sup inf ay,
n k>n

Definice. Necht xq je vnitrni bod definiéniho oboru funkce f. Derivaci funkce f v bodé xg rozumime cislo

/(o) = lim f(xo+h) — f(xo)

h—0 h




Definice. Bud f(x) funkce, pak F(z) nazveme primitivni funkei k funkci f(x), pokud plati

F'x) = f(x)
Definice. Bud f(xy,...,x,) redlnd funkce n proménngch. Parcilni derivaci redlné funkce podle k-té
proménné v bodé (2f,...,x0) rozumime derwaci funkce o(x) = f(2f,...,20_1, @, 2,1, 2%) v bodé .
Oznacent 0f (a0 0 5
xl, ..., @,

1 Y f(x?7"'7x’l(’)b)

Ga:k 8xk
Definice. éelmeme, Ze f ma v bodé (z1,...,x,) totalni diferencial, ezistuji-li redlnd ¢isla Ay, ..., A, a
funkce p definovand v néjakém okoli bodu 6 = (0,...,0) takovd, Ze lim; ,.u(h) = 0 a Ze v tomto okoli
plati

flar+hy, .o,z +hy) — fo1,.. 0, 2,) = ZAjhj + ||R|| - p(R)
=1



10 Konvergence posloupnosti a rad funkci

10.1 Bodova a stejnomérni konvergence posloupnosti funkci

Definice. Necht J C R je interval a necht mame f : J — R a f, : J — R pro n € N.Rekneme, Ze
posloupnost funkei {f,}:

1. konverguje bodové k f na J, pokud pro kazdé x € J plati lim, . fn.(z) = f(x), neboli
Vee JVYe>03ng e NVn>ng:|fu(x)— flz) <e
Znacime f, — f na J.
2. konverguje stejnomérné k f na J, pokud
Ve>03ng e NVn>ng Ve e J : |fu(x) — f(x)| <e
Znacime f, = f.

3. konverguje lokalné stejnomérné, pokud pro kaZdy omezeny uzavieny interval [a,b] C J plati: f, = f
loc

na [a,b]. Znaéime f, = f
Véta L 1 (kritérium stejnomérné konvergence). Necht f,, f: J — R pak

fo = f na J & Tim sup{|fu(2) = f(z)]; 2 € T} =0

Diikaz.
2 feVe>0angeNVn>nyg Ve e J: |fulx) — flz) <e s

S Ve>03ng e NVn >ng: sup{|fu(z) — f(z);z € J} <es
& Jim sup{lfu(o) — @50 € T} =0

Véta T 2 (Bolzano-Cauchyho podminka pro stejnomérnou konvergenci). Necht f,, f: J — R. Pak
fo=fnadeVe>03IngVm,n>neg Ve €J :|fulx) — f(x)] <e
Diikaz. "="Necht ¢ > 0. Zvolme ng z def. f,, = f. Nyni
Ve € J Im,n > no|fu(z) — fin(z)] <

< |fol2) = f@)| + |f(2) = fm(@)] <e+e

"<<"Necht x € J je pevné. Plati

Ve >0 dng € NVm,n > ng|fu(x) — fin(2)] <€



Tedy posloupnost f,(x),~, spliuje BC podminku pro konvergenci posloupnosti. Tedy existuje jeji limita,
zn.: f(z). Vime
Ve >03dng e NVm,n>ng Ve e J: |fu(x) — fu(z)] <e

Provedme lim,,_,~, dostaneme:

Ve>0—=noeNVn>nyVeeJ:|fu(z)— fz)] <e=

=>f=f
O

Véta T 3 (Moore-Osgood). Necht xq je krajni bod intervalu J (miZe bijt i +00). Necht f, f, : J — R
splnugi

1. fn=f nalJ,
2. existuje lim,_,,, fn(z) = a, € R pro vSechna n € N
Pak ezistuji lim,,_, o a,, a limg_,, f(z) a jsou si rovny, neboli:

lim lim f,(z) = lim lim f,(x)
n—00 T—TQ T—To N—00

Diikaz. Vime, ze f,, =, tedy f, spliuje BC podminku pro stejnomérnou konvergenci:

Ve >0 dng Vm,n >no Ve € J : |fu(x) — fr(2)] < e

Provedme lim,_,,,, dostavame

Ve >0 3Ing Vm,n > ng : |a, — ap| < e

Tedy plati BC podminka pro posloupnost a,, tedy existuje lim,,_,o, a, = a.
Necht € > 0.

1. Zlima, = a, In; Yn > nila —a,| < ¢
2. Z fn = fa 3”2 vn > No V$|fn(x) - f(ZL‘)| <é
Zvolme ng = max{ny,ny} pevné. Z lim, ., fn,(x) = an, plyne

36 > 0 Vo € B(xg,d) na J : |fu, () — an,| < e

K zadanému ¢ jsem nasel § > 0, ze Vo € B(xg, ) na J.

o= @) < fa = angl + lang = fuo ()] + [ fno () = f(2)]
< e4+et+e=3c=a= lim f(z)

T—T0



Dusledek. Necht f, = f na I a necht f, jsou na I spojité. Pak f je spojitd na I.

Diikaz.
lim f(z) = lim lim fu(@) " lim lm fu(0) = limaefalro) = f(z0)

T—T0 T—To N—00 n—00 T—To

]

Véta L 4 (o zaméné limity a integralu). Necht funkce f, = f na |a,b] a necht f, € R([a,b]). Pak
f € R([a,0]) a

n—o0

b b
(R) / F@)dz = lim (R) / Fo(2)dz
Diikaz. Necht e > 0. Z f, = f IngVn >no Ve € J : |fu(x) — f(x)| <e
ful@) —e < f(x) < falz) +e

Necht n > ng je pevné. Vime, ze

fn(z) € R([a,b]) tedy 3D ze S(fn, D) — s(fn,D) < ¢

Nyni

S(faD)_S(.ﬂD) S(fn+€7D)_S<fn_€7D)
S(fn, D)+ S(e, D) — s(fn, D) — s(e, D)
S(fa, D) = 5(fn, D) + (b —a) = (—¢)(b—a)

e+2e(b—a)

AN VARRVAN VAN

]

Véta T 5 (o zameéné limity a derivace). Necht funkce f,, n € N, maji vlastni derivaci na intervalu (a, b)
a necht:

1. emistuje xg € (a,b) tak, Ze {fn(x0)}52, konverguje,

loc
2. pro derivace f] plati f! = na (a,b)

loc loc
Potom ezistuje funkce f tak, Ze f, = f na (a,b), f md vlastni derivaci a plati f} = f' na (a,b).
Diikaz. Z bodu 2, vime, ze f! spliuje BC podminku %

Ve >03ng e NVm,n>no Ve e J : |fl(z)— [l (z)] <e

Chceme f,, spliiuje BC podminku. K € > 0 volme n( jako v %. Pak:

[fn(@) = fn (@) < | ful2) = fin (@) = (fu(@0) = fn(20)) | + [fn(20) — fin(0)| =



7 véty o stfedni hodnoté na F = f,, — f.:
—1(F2(6) = F() — (2 — 30)| + | fal0) — Fn(0)] < H < 2(b— @) + | (o) — finlo)| <
<elb—a+1)
Tedy 3f, f, = f na (a,b). Nyni chceme 3f'(z). To bude plynout z MO pro posloupnost

fn(x + h) - fn(x)
h

on(h) =
Predpoklady MO:

1. Ovérime BC podminku pro ¢,. K ¢ > 0 volme ny jako v %. Volme m,n > ng a h libovolné
[z + h| € (a,b).

(on(R) = o ()] = falx +h) = fulo +}f;) — (fa(@) = ful(@))| _

Dle véty o stfedni hodnoté

(€)= Sl _
Il < e <

Jsou splnény predpoklady MO. Tedy mohu pouzit jeji zavér. Existuje
falz +h) — fulz) folx+h) — fulz)

lim lim = lim lim
9\3%0 n—o00 h | n—00 h—0 h
N NV
limy, 0 flz+ f);f(@ =f(z) limy— oo f1 ()

2. Existuje
lim @n(h) = fT/L(x)

h—0

Tedy existuje f" a
h=r

10.2 Stejnomérna konvergence rady funkci

Definice. Rekneme, Ze fada funkei 352 up(z) konverguje stejnomémé (popiipadé lokalng stejnomérné)
na intervalu J, pokud posloupnost c¢dstecnych soucti s,(x) = > _, ugx(x) konverguje stejnomérné (popri-
padé lokdlne stejnomérné) na J.

Véta L 6 (nutna podminka stejnomérné konvergence fady). Necht >~ u(x) je Fada funket definovand
na intervalu J. Pokud Y > u, =X na J, pak posloupnost funkci u,(x) =20 na J.



Diikaz. Vime, ze s,(x) = , tedy spliuje BS podminku. Ve > 0 3ng Vm >ngam=n+1Ver € J:

n+1

£ > P () = sao)] = |30 wsl) = D2 us(w)| = funss = 0|

To je definice:
U, =0

O

Véta L 7 (Weirstrassovo kritérium). Necht' Y oo un(x) je Fada funkci definovand na intervalu J. Pokud
pro a, = sup{|u,(z)|;x € J} plati, Ze ciselnd Fada Y- a, konverguje, pak y " u, =X na J.

Diikaz. Vime, 7e Y a, K = je splnéna BC podminka pro konvergenci fad. Tedy
S
k=n

Ve > 0 dng Vm,n > ng : <e€

Checeme ukézat > u, = k tomu ovefime BC podminku pro = funkei.
sp(z) = > 0 ug(x). K e > 0 volme ng z BC podminky, pak ¥m,n > ng

i ug(x)| < i lu(z)| < Zm: ap < BC<e
k=n+1

k=n+1 k=n+1

[sn(2) = sm(2)| =

Tedy

=

]

Véta L 8 (o spojitosti a derivovani fad funkei). Necht' >~ | u,(z) je Fada funkct definovand na intervalu

(a,b).

loc
1. Necht u, jsou spojité na (a,b) a necht > > u,(x) = na (a,b). Pak F(x) = ", u,(x) je spojitd
na (a,b).
2. Necht funkce u,, n € N magi vlastni derivace na intervalu (a,b) a necht

(a) existuje xo € (a,b) tak, Ze Y~ u,(xo) konverguje,

loc
(b) pro derivace ., plati > > u!, = na (a,b)

n=1"n

loc
Potom je funkce F(x) = > 7 u,(x) dobFe definovand diferencovatelnd a navic Y~ un,(x) =% F(x) a
loc
S ul(x) = F'(z) na (a,b).

n=1"n

Diikaz. 1. Pouzijeme dusledek MO na s,(z). ug spojité = s — n spojité, s, = F = F spojita.



2. Pouzijeme o zamene limity a derivace(V5) na s,(x). Resp. tito vétu pouzijeme na kazdém [c, d] C
(a,b)
[

Vratme se ke konvergenci obycejnych fad. Nésledujici kritérium bude uziteéné v kapitole Fourierovy fady.
Existuje i varianta tohoto tvrzeni pro stejnomérnou konvergenci, tu vsak nebudeme potirebovat.

Véta BD 9 (Abel-Dirichletovo kriterium). Necht {a, }nen je posloupnost redlnijch cisel a {b,}22, je
nerostouci posloupnost nezdpornych cisel. Jestlize je nekterd z ndsledugicich podminek splnéna, pak je
> | anby, konvergentni.

1. 3> | a, je konvergentni,

2. limy, 0o by =0 a > .07 | a, md omezené soucty, tedy

dK >0Vm eN :|s,| = <K

m
D

i=1




11 Mocninné rady

Definice. Nehef 75 € R a a, € R pro n € Ny. Radu funkei 300 a,(x — x0)" nazgvdme mocninnou
fadou s koeficienty a,, o stredu xg.

Definice. Polomérem konvergence mocninné rady - a,(x — zo)" nazveme

R = sup {7" € [0,00) : Z an(x — x0)" konverguje Va € [xg — 1520 + 7"]}

n=0

Véta L 1 (o poloméru konvergence mocninné fady). Necht' Y a,(z — x)" je mocninnd fada a R €
[0, 0] jeji polomer konvergence. Pak fada konverguje obsolutné pro vSechna x takovd, Ze |x — xo| < R a
diverguje pro vSechna x takovd, Ze |x — xo| > R.

Diikaz. Necht |z — xo| < R, zvolme r : |x — x9| < r < R. Z definice R, > a,r™ konverguje. Tedy je tato
fada omezena, tedy 3K > 0: Vn € N|a,r"| < K. Nyni

J— n . n _ n
au(e o] = a0 IV g (2 T0D) T o= ol
r r rn

|z — z,| < r, tedy geometricka rada ) K. <M> konverguje. Ze srovnéavaciho kritéria Y a,(z — z,)"

konverguje. Necht |x —z,| > R. Tvrdim, Ze > a,(x—x,)" diverguje. Jinak bychom nasli y : R < |y—x¢| <
|z — x|. Analogicky predchozi ¢asti dikazu:

Z an(x — xy)" konverguje = Z an(y — zo)" absolutné konverguje — spor s definici R

[]

Véta L 2 (vypocet poloméru konvergence). Necht Y, a,(x — x0)" je mocninnd fada a R € [0, 00] jeji

polomer konvergence. Pak plati
1

limsup,,_,, V/|ax]

lan|
an+1‘

R:

Pokud existuje lim,, pak R = lim,,_, . Tamit]

|a 1\’

Diikaz. Necht R = a0 < R < oo (pro K =0 a R = oo analogicky) Necht |z — 29| < R,

1
limsup %/|an|

> an(x — )™ . Pouzijeme limitné odmocninové kritérium a dostaneme:

limsup v/ a,(x — xo)" = limsup v/|a,|.|x — zo| — —\x — x| < 1

n—o0 n—oQ

Tedy fada konverguje. Necht |z — z¢| > R. Pak

1
limsup v/ a,|r — zo| = E!x — x| > 1 = limsup |a,(z — x¢)|" > 1



Tedy 3 podposloupnost, ze |a,, (r — x9)"| > 1. Neni splnéna nutnd podminka konvergeci, tedy fada

12l 4 Jo — 5| < R. Podle limitniho podilového kritéria:

diverguje. Necht existuje R = lim,,

n+1|

nlljg() ’ang:éj__;;)) T nlﬁOO %M — o] = E(x —19) < 1= Z an(z — x9)" konverguje.

Pokud |z — 2| > R, pak

lim |G g1 (@ — 30)" |

n—00 an(:p — 1:0)”|

= E|x — zg| > 1 = fada diverguje.

O

Véta L 3 (o stejnomérné konvergenci mocniné fady). Necht Y > an(z — xo)" je mocninnd Tada s
polomeérem konvergence R > 0. Pak tada konverguje lokdlné stejnomérné na (ro — R,xo + R) (je-li
R = o0, pak na celém R).

Diikaz. Necht r < R, chceme Y =2 na [zo—1,zo+7r|. Z véty 1 vime absolutni konvergenci rady > a,.r"
Na > an(x — x)" pouzijeme Weirstrassovo kritérium.

b,=  sup |an(x —20)"| = |an|r" a an = Zan(ﬂc —x0)" = mna [rg—r,x0+ 7]

x€lzo—r,x0+7]
[l

Véta L 4 (o derivaci mocninné f“ady). Nechty "~ an(x—1x0)" je mocninnd fada s polomérem konvergence
R > 0. Pak Y7 na,(x — x0)" ! je také mocninnd Fada se stejnym stfedem a polomeérem konvergence.
Navic pro x € (xg — R,z0 + R) (R pro R = o0) plati

(E an(x — ) ) E na,(r — xo)" -1

Diikaz. Je vidét, ze se jedna o mocninnou fadu se stiedem xy a koeficienty a,, = (n + 1)a, 41

1 1 limita slozené funkce 1
R = R

= = R = = =
limsup,, .. V/|ax| limsup,,_,., ¥/n|a,] limsup,, ., "V/n|a|

Tedy polomér konvergence formalni derivace je stejny. Dle predchozi véty na (zo— R, 2o+ R) : > na,(zr—

loc
1o)"! =, v & = z¢ konverguje, tedy mohu pouzit vétu o derivovani fad funkei (Véta L8) a dostaneme
(Zanl‘—$0 ) Znanx—wo -1
Priklad. Sectete Yo7 n* ()" :

10



Uvazme Y 2 2" =1, R= m, na (—1,1) mohu derivovat. Podle Véta L4 :

e (1 —2)?
St =
- —_ )2
e (1—2)
Opét aplikuji Véta L4
= 1
Z 2l — z+
— (z—1)3
= 1
Z N2t — _2(z+1)
n=1 (Z o 1)3

1

a dosadim z = 5

Véta L 5 (o integrovani mocninné fady). Nehct Y2 an(x — x0)" je mocninnd Fada s polomérem kon-
1 . -z N s~ N - X,

vergence R > 0. Pak Y, v (x — JUO)"+ je také mocninnd Tada se stejnym polomérem konvergence.

Navic plati

o o0 an .
/nz:zoan(x—xo)”dx:;n+l(x—xo) 4+ C na (zg— R,z0+ R)

Diikaz. ] ]
= R=

1
imsup v/ |a : n/ lan| : nt1/ lan|
n limsup (/= lim sup P

Tedy skutetné ma rada -2 (v — 7)™ stejny polomér konvergence a stied. Podle véty 3 > a,(x —x()"

loc
konverguje =% na (z¢g — R, o + R). Podle véty o zamene lim a integralu pouzité na ¢aste¢né soucty rady

dostaneme: Y|c,d] C (xg — R,x¢ + R)

/ Sl = / ERTES (@ — o)1

Funkce jsou spojité, z rovnosti integralu plyne rovnost primitivnich funkei. ]

Véta T 6 (Abelova). Necht' Y " a,(x —x¢)" je mocninnd fada s polomérem konvergence R > 0. Necht
navic - a, R" konverguje. Potom Tada Y~ an(x — x)" konverguje stejnomérné na [zo,zo + R] a

plati
oo oo
E a,R" = lim g anr"
r—R_
n=0 n=0

Diikaz. Predpokladejme bez jmy na obecnosti, Ze zy = 0. Oznaéme ty = Y >~ 41 anR". Vime, Zze
> an, R" konverguje, tedy
Ve>0 3dng Yn>ny : Jin|<e

11



o = o (3)

- (G e G G
Sec¢teme od N do N + k

S o= |2 (- ()

n=N n=N

T\" €T n+k+1
+in-1 <—> —tNntk <E>

Protoze « € [0, R, tak (f—%)n € [0,1]. Dale plati (f—%)n — (;,"’—%)TLJrl > 0.

Sl < S - >+>+M+M
<SR-
-y —<g>w>+2€

Z BC podminky pro stejnomérnou konvergenci fady dostaneme » " ja,z™ = na [0, R] Z MO véty

dostaneme
N N

lim lim E a,R" = lim lim an,R"
n—oo r—R_ r—R_ n—oo
n=0 n=0

N N 00
lim lim E a,R" = lim E a, " = E a, R"
n—oor—R_ n—00

N oo
J fim > onft" = lip ) aor
[

Piiklad. Sectete Y2, G2
Reseni. Necht f(z) = Y200, (E,m) 5 “237=2. To je mocninnd fada polomérem konvergence R = 1. Podle
Laibnitze f(1) =), (32 5— konverguje.
Tedy podle Abelovy véty > >, 3n)f2_1 = lim, ,;_ f(x)
Dle véty o derivaci mocninné fady mame Vo € (—1,1)

i yn-1 gt = i (_$3)n—1 _ 1

“—~ 3n — 2 — 1+ a3

1 1 1 1 20 — 1
f(z) :/1+$3dx: = gln(x+1)—gln(xQ—x—i-l)%—%arctan( x\/g ) +C

12



) (1
= lim
z—1-\ 3

1
ZIn(z+1) - —ln(x —z+1)+ —arctan

= %ln(Q)

2
+ — arctan

V3

6

()

13




12 Fourierovy rady

Definice. Necht'ay € R prok € Ny aby € R prok € N. Radu 2 +3°7 | (ay cos(kz) + by sin(kz)) pro x €
R nazveme trigoniometrickou fadou. Pro dané n je ¢ + > p_, (ay cos(kz) + by sin(kz)) trigoniometricky
polynom stupné n. P, znaci mnoZinu vsech 2m-periodickijch funkci majicich Reimanniv integrdl na
[0, 27]

Cilem je danou f € Ps, rozvinout do trigoniometrické fady a:
1. spocitat ag, by

2. zjistit, zda-li je fada rovna pivodni funkci

Véta BD 1 (Abel-Diricheltovo kritérium). Necht {an}nen je posloupnost redlnijch cisel a {b,}2, je
nerostouci posloupnost redlnijch cisel. Jestlize bud

(A) >7° ay, je konvergentni, nebo

(D) lim,, oo b, =0 a Y 7| a, md omezené cdstecné soucty

Pak Y07 | ayby, konverguge.

Priklad. Vysetrete konvergenci fady

i sin(nx)
n
n=1

Reseni. Pokud z = 7k, k € Z < >0 « konverguje.

Déle predpokladejme, ze x # wk. Oznatme a, = sin(nz), b, = % b, je monotonni nerostouci a

lim,, 00 b, = 0. Necht m € N.
- : < inx 1— (eiz)n+1 3
;sm(nx) Im (nzzoe >|: Im( 1o < = o]

Dle Dirichletova kriteria tato suma konverguje.
Véta L 2 (o ortogonalité trigoniometrickych funkei). Necht m,n € N, pak

/27r sin(nz) cos(mz)dr = 0

0

/27r sin(nx) sin(mz)dr = w (pron=m),0 (pron # m)
0

/0 cos(nzx)cos(mzx)dr = 7 (pron #m),0 (pron=m)

14



Pozndmka pro¢ se véta jmenuje o ortogonalité trigoniometrickych funkci? Vratme se zpét k linearni
algebfe. Skalarni souc¢in vektorti = a y jsme definovali jako (z,y) = > I, z;y;. Zcela ekvivalentné byl
zaveden skalarni soucit funkei f a g jako (f,g) = [ f(x)g(z)dx. O vektorech fekneme, Ze jsou na sebe
kolmé (ortogonélni), pokud je jejich skalarni soucin roven nule. Nejinak je tomu i u skalarniho soucinu
funkei.

Pozndmka 2 Skalarni soucin funkei se nazyva Hilbertovy prostory

Diikaz.
1
sinasinf = 5 (cos(a — B) — cos(a+ f3))
1
cosacos B = 5 (cos(aw — ) + cos(a + f3))
1
sinacos = 5 (cos(av — fB) + sin(a + f3))
Navic _
/sin(ax)dx = _ cos(az) a /cos(ax)dm = sin(az)
a a
27 27 1 1
/ sin(nx) cos(mzx) = / {5 cos ((n —m)x) — 5 ((n+ m)x)] =
0 0
Pron #m
_ [Lsin((n —m)z) n _ [1sin((n+m)z) o 0
12 n-m 0 2 n+m 0
Pron=m )
™1
= / 3 cos0 + (2. ¢len stejné) = 7
0
Zbylé rovnosti analogicky. O]

Opakovani (Vlastnosti Reimanovsky integrovantelnych funkei).
1. f € R((a,b)) & Ve > 0 délent (a,b) : S(f,D) —s(f,D) <e
2. f € R((a,b)) a f € R((b,c)) < fe€ R((a,c)) proa<b<c
3. f je spojitd na [a,b] = f € R((a,b))
4. f je spojitd na (a,b) a omezend na [a,b] = f € R((a,b))

5. f,9 € R((a,b)) = f£g,f*g¢€ R((a,b))

Véta L 3 (Fourierovy vzorce). Necht f € Por a necht f(x) = % + 377 acos(kx) + by sin(kx), necht
navic fada napravo konverguje steynomerné. Pak
1 2m
a = — (z) cos(kx)dz, k€ {0,1,2,...}
™
1 027r
by, = —/ f(x)sin(kz)dz, ke {l,2,...}
T Jo
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Diikaz. Idea dikazu je, Ze identitu pro f(z) pfendsobime cos(kx) resp. sin(kx) a preintegrujeme pies
[0, 27] a diky Véta L2 mnoho ¢lenti vypadne.

Opakovani. f, = f na (a,b) = f; fn — fabf

Pozorovani. Y - (aj cos(kx)sin(lx) + by sin(kz) sin(lz)) konverguje stejnomérné.

/0 ' f(x)sin(lz)dz = /0 ) [% sin(lz) + Z (ay cos(kx) sin(lx) + by sin(kx) sin(lz)) | dz

2m st 1 2w
= bk/ sin®(lz)dx VeR L2 by = by, = _/ f(z)sin(lx)dx
0 T Jo

podobné prendsobim funkei sin(lz) dostanu vzorec pro ay pro k € N.

Prenéasobim funkei cos(0z) = 1:

2 27ra 1 27 1 2
/ 1-f(x)dx:/ 2 404+0+...4+0=ay=— f(x)de = — (x) cos(0x)dx
0 0

2 T Jo T Jo

Definice. Necht f € Ps,. Pak definujeme cisla

1 2

ar = — (x) cos(kx)dz, k=0,1,...
T Jo
1 27

by = — (x)sin(kz)dz, k=1,2,...
T Jo

a nazveme je Fourierovymi koeficienty funkce f a
— ao - 3
Fy = 5 ,;1 ay, cos(kx) + by sin(kx)

nazveme Fourierovou Tadou funkce f.
Poznamka.
o diky 2m-periodicité lze funkci integrovat pres libovolny interval délky 2w (velmi casto ffﬂ)

e Fourierovy Tady lze zavést i pro funkce s periodou I, pak maji vzorce tvar

- 2k 2k
Fy = % + Z ay, cos (Tﬂz) + by, sin (Tﬂx)

2 [ 2
ar = = [ f(x)cos (?w) dx
0



nékdy se pracuje s rozvoji vici jinému systému neZ je trn trigoniometrickiyj

je-li f lichd, pak platiVk : ap =0
o je-li f sudd, pak plati Vk : b, =0
e opecné neplati Fy = f

Priklad. Rozvirite funkci f(x) = x* do Fourierovy rady na (—m, ).

Funkce f je suda = Vkb, = 0.

2 [23]7 2
ap = / f / x2dx—;{§}o—§772
ay = —/ 2% cos(kx)dr = = 2 (leSm(kx)] —/ stm(kx)dx)
T Jo s k 0 0 k

_ ; (0 _o0- %/Oﬂxsin(kx)dl") — kir ({xcosl(ka)}: _ /07r 1% %]f@daz)

4 4 4
= 1 (mcos(km) —0—0) = yE cos(km) = ﬁ(—l)k
Fi(z) = %71‘2 + Z %(—1)k cos(kx)

Definice. Necht n € N. Pak Dirichletovym jadrem nazveme funkci

D, (z) = % + cos(x) + cos(2z) + ... + cos(nz)

Véta L 4 (vlastnosti Dirichletova jadra). Pro Dirichletovo jadro D,, plati

1. D, je spojita, sudd, 2m-periodickd funkce
2. [ Dy(x)de =m
3. Dy(z) = <—+() Vi € R\ U, {2k}

I8 )=
\_/

Driikaz. 1. plyne bezprostiedné z definice

/ " cos(ka)dr = {Smgm)}; 0

—T

2.
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D,(z) = % + Re (e + € + ...+ ") = % + Re (eix 11_—66“ )
1 — ¢in7) (1 — e7i7)
5 ( (1 —e) 1—6”) )
1 1—e—m—emx+ez(n— 1)x)
B 5 ( — et — 7T >
1 z(n—i-l)m + eine
- §+R€( 2—2008() )
1 cos(w) —1—cos(n+ 1)z + cos(x)
2 2 — 2cos(x)
cos(mz) — cos(n + 1)z
2 — 2 cos(z)

az sem by to mélo byt spravné
—2sin (n+ %) rsing  sin (n+ %) x

4 (Sin%)Z B 23111%

Pozn.: Dikaz tfeti rovnosti je az na znaménko, na pfednasce nevysSel. Snad se ma pouzit jiny souctovy
vzorec goniometrickych funkei (7). Pokud nékdo vite, jak to méa vyjit, dejte mi prosim védét. ]

Véta L 5 (¢astetné soucty Fourierovy fady). Necht f € P a Fy je Fourierova tada pro f. Potom pro
castecné soucty s,(x) = L + > 4 (ay cos(kx) + by sin(kx)) plats

B %/W.f(x +2)Da(y)dy = z /OW (f(z+1y) + flz —y)) Du(y)dy

™

Diikaz.

lay, cos(kx) + by sin(kz)]

| &
+
M:

i
I

—|— (cos(ky) sin(kx) + sin(ky) cos(kx)) f(y)dy)

/\/\
l\3I>—‘ DO | =

v=o)) Flo)dy

)f(y)dy

|
:‘"S.
:

A= A= = |-
\\\ \

|
3

Dy(t — ) f(t)dt

substituce za t —x =y

- = /” flz+y)dy = % ' Dy (y) f(z +y)dy

—T— —T

18



Dale plati
s 0 s
L=+
—T -7 0
Integral fir spocteme substituci y — —y (korektné bysme méli pouzit pomocnou proménnou).

D, (y) je suda funkce, proto f(x +y) — f(z —y) O
Véta T 6 (Riemann-Lebesqueovo lemma). Necht [a,b] C R a f € R([a,b]). Potom

b b
lim / f(z)cos(tr)dr =0 a tlim f(z)sin(tx)dx = 0

t—o00

Specidlné pro Fourierovy koeficienty funkce f € Paor plati ar, — 0 a b — 0.
Diikaz. Necht [c,d] C [a,b] a f(x) = X[e,q ().

1 x€ed]
Xiea (%) :{ 0 jinak

b d . d . :
t dt) — t
lim [ Xeaq(z)cos(te)dr = lim [ cos(tx)dr = lim [sm( x)] = lim sin(dt) — sin(ct) =0
t—oo f, ’ t—oo J. t—o00 t—00 t

Tvrzeni plati pro x(cq(z), tedy plati pro ax(cq(x) = pro pevné déleni D =a =20 < 21 < ... < Zp, = b
a «; plati tvrzeni pro

f(l’) - Z aiX[$i717$i]('r)
=1

Necht nyni f € R([a,b]) a e > 0. Pak 3 déleni D, 7e 0 < (R) fff(x)dy —s(f,D) <e

Oznacéme

a; = min f(x)ag(z)= Zaix[ﬁ_wi}(m)
i=1

S

tJ (R) /g =s(f.D).
Vime limy_, o, f:g(as) cos(tr) = 0 tedy Jto Vt > to : ‘fabg(:n) COS(tZL’)d(L" <e

Nyni pro t > tq

b b b
/f(x)cos(tx)dx < /(f(x)—g(a:))cos(tm)dm + / g(z) cos(tz)dz| <

Pomamencjme f(z) > g(z) = f(x) — g(x) > 0: |[ F(x)| < [|F ()]

b b b
< / (F(z) = g(x))] cos(ta)|dz + & < / f(a)de — / g(x)de+ ¢ < 2=
Pro sinus budeme postupovat analogicky O]
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Véta T 7 (Diniho kriterium). Necht f [ Par a x € R. Necht existugi vlastnd limity f(z+) = limy .. f(y)
a f(x—) =limy,_ f(y) a necht existuji viastni limity

lim f(y) — fla+) W lim fly) — flo—)

y—x+ Yy—x Yy—r— Yy—x

Potom Fourierova Tada funkce f konverguje v bodé x k hodnoté w

Disledek. Necht' xz € R a necht pro f € Pa, existuje f'(x). Potom f(z) = Fy(x).

Priklad. e f(z) =2? proz € [—m,7) v bod¢ & = 7 konverguje k m*
"71'2
o
N
Vi
<

o f(z) =2? prox € [0,27) v bod¢ x = 27 konverquje k 27

.471_2

n— o0

Diikaz. Chceme Fy(z) = w, tedy s,(x) —

20



— 1 (™
saf) - LEELEEL 2 o)+ o - ) Dty - HEDTIED2 [,
VL (o) = Fad) + o ) = £@-) Do)y
0
viagi) 1 (" fla+y) = flat)+ flz—y) — fla—) ) .. 1
= 7r/O ( e (%) )sm (n—l— 2) ydy
) pokud € R([0, 7]), pal:;/éta T6 dokonéi dikaz ’
Cheeme F(y) = L&t @;QI(@(; WIeD) e R([0, 7).
Existuje
B - (fle+y) = flat) | flz—y)— flz=))
R ] ) RLE

Tvrzeni. h € R([a,b]) spojitd na [a,b], 0 <§ < g < D. Pak % € R([a, b)).

Necht e > 036 >0Vy €[0,0] : |F(y) — Al <e
Nyni ¢ je pevné a tedz dle tvrzeni F(y) € R([0,]), g(y) = 2sin §.
Tedy 3D déleni [6, 7] ze S(F, D) — s(f, D) < «.
Necht D je déleni [0, 7] majici interval k D a interval k [0, §]. Pak

S(F,D)—s(f,D) = <m[%>§}F(az) - m[ér(l;]F(I)) §+S(F,D)—s(F,D)<20+e<e@r+1)
z€|0, z€l0,

Véta BD 8 (Jordan-Dirichletovo kriterium). Necht f € Pa, je po édstech monotonni. Tedy necht existuje
koneéné mnoho bodii 0 = a3 < ay < ... < a,, = 2w tak, Ze [ je monoténni na (a;,a;+1) pro i €
pro vSechna

{1,.. — 1}. Potom Fourierova tada funkce f konverguje v bodé x k hodnoté M

xER
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13 Zaklady komplexni analyzy

Pripomenuti vlastnosti C a operaci + a x na C. Limita posloupnosti z, = a, + tb, € C je definoviana
jako lim,,_, b,,, pokud obé limity realnych ¢isel existuji.

13.1 Holomorfni funkce a kiivkovy integral

Definice. Necht f je funkce definovand na okoli bodu zy € C a zobrazujici do C. Komplexni derivact f

v 2o nazyvdme komplexnt c¢islo
o) — 1 1) =S

220 Z— 2

pokud tato limita existuje.

Definice. Necht G C C je oteviend. Funkce f : G — C' se nazyjvd holomorfni, md-li ve vsech bodech G
komplexni derivaci.

Poznamka. Jsou-li f a g holomorfni na G, pak jsou f + g i fg holomorfni na G a f/g je holomorfni
na GN{g # 0}.

Definice. Zobrazeni ¢ : [a,b] — C je krivka a f : (p) — R je spojité zobrazeni. Definujeme krivkovy
integrdl

B8
2dz = "(t)d
/@ £(2) / Fo(®) (1)t

existuje-li integral na pravé strané. Tento integrdl miZeme znacit 1 fgp f(2)dz.

Véta T 1 (Cauchyho véta pro trojuhélnik). Necht f je holomorfni na oteviené mnozine G C C a A C G
je trojihelnik. Pak [5. f(z)dz = 0.

Diikaz. Sporem : necht | on J = M > 0. Rozdélime na Ctyfi trojuhelniky.

VAN A

Secteme [ pres hranice Ay, Ay, Az + Ay v opaéném sméru.

Plati
/8A4f:/8A1f+/8A2f+/8A3f+ amf
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Tady JA; : ) /. an, f ‘ > %. Tento trojuhelnik opét rozdélime na ¢tyii kusy. Dostaneme posloupnost trpj-
thelniki A tak, Ze

M
>
/3AK f' T 4K
¢ bvod A
obvo
(obvod AF) = 5K
AF uzaviené, zanofené do sebe =
dxg € ﬂ NE
K=1

(dukaz ptes konvergentni Cauchyovskou posloupnost)

Funkce f je diferencovatelné v zo, tady f(2) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + (2 — 20) (2 — 20)

lim e(z —29) =0
Z—20

f(2)d=

ONK

- f(Zo) + f’(zo)(z — Z()Z-f—g(z — ZO)(Z _ Zo)dz
ONK 5

® : ma primitivni funkei f(z)z + f/ (zo)@ a 0Ak je uzaviena kiivka, tedy

/5AK [f(20) + f'(20)(2 — 20)] = 0

M
1K < f(z)dz| = / e(z — 20)(z — 20)dz| < délka OA K sup |e(z — z)| sup |z — 2|
BN oNK 2€dA 2€dl g
§2%6K2%$M§c25;{k1>000=>]\/[§0
a to je spor. O

Véta BD 2 (Cauchy). Necht f je holomorfni na oteviené mnoziné G C C. Necht (p) C G je uzaviend
kiivka takovd, Ze vnitiek (@) C G (tedy pripadné "diry "uvvnitt G nejsou uvnitt (p)). Pak f@ f(z)dz = 0.

Véta L 3 (Cauchyuv vzorec). Necht f je holomorfni na kruhu B(zy,R) a 0 < r < R. Pro kfivku
o(t) = 20 +re’, t €10, 2n], plati

211 w2 — 8

1 f(z) _f f(z) prols—z| <r
0 pro |s — zg| > r
Diikaz. 1. |s—z| >
pak £2 je holomorfnf na B(z,r + ¢) dle Cauchyho véty

(2)

goZ_S

dz =10
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2. |s—z| <

Definujme funkce
Py = | B poz#s
f'(s) pro z = s

Pak F(z) je holomorfni na B(zy, R)\{s} a v s spojita. Dle Poznamky

/F(z)dz =0= Malz - Malz
o o2 — S o2 — S
O
Véta T 4 (Liouville). Necht f je holomorfni a omezend na C. Pak f je konstantni.
Diikaz. Necht ¢(t) = Re™. Podle Véty 3 (Cauchytv vzorec) mame
1 (2)
=— [ —=d

/() 2mi J,z— s : ©

(J )Y =(f( )). Poznamka p. doc. Hencla: "Vy to udélat nemiiZete, ja ano, protoZe jsem absolvoval

prednésku z teorie miry a integralu."

R—o00

Tedy |f'(s)| < g2nRsup.ec |f(2)ljmpe = 0

f'(s) =0Vs e C = f je konstantni
Nynf sta¢i ukdzat, ze muzeme udélat ([ ) = ([( ).
Pripomen: F,, = F, pak [ F, — [ F (pro R — R, také pro R — C)
Lze pouzit i pro f@ F = ff F(p(t)¢'(t)dt = lim, o0 [ F, = [lim, o0 F),

re = LR 2 (f e [ 1)
- %%[Of(z)% (Z— T zis) dz:%%[of(z)(z— eE e
Pohle Heineho staci )
ey e (s h))G = 5 ¥
Fn(2)

pro h, — 0
Pozorovéani : F,(z) = (zf_(z))ga potom lim [ = [ lim,, o = fw f(2) (2—13)2 dz
Fu(z) = F(2)
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= ! N su z)| max [Fn]
B P 0 EE R R Rt PR | Ry (R ) ER]
<3(z—s)

Véta L 5 (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom (s komplexnimi koeficienty) md v C
alespon jeden koren.

Diikaz. Sporem. Necht Vz € C : P(z) # 0. Pak 5 5 he holomorfni funkee na C.

n1 1 1
P(2) = ap2" + Qp12" ' .. 4 ag = ap2" (1 + n—1 —+...+ @—)
Ay 2 Ay, 27
dR>0V|Z| > R:
Ap—1 1 QAo 1 1 ’CLn 1’ 1 |an,2| 1 |CLO| 1
1 -4+ ..+ ——)>=>1- —_— =
( * an 2 et anz") 2~ lan] R |a.| R? la,| R™
Tedy
’ 1 1 2
PE)| = Jan () = fanll#"]
Tedy P ) je omezend holomorfni funkce, tedy dle Véty 4 je & ( ) konstantni a to je spor. O

13.2 Rozvoj do Taylorovy a Laurentovy rady

Definice. Nehct zp € R a a, € C pro n € Np. Radu Junkei Y0 an(z — z)" pro z € C nazyvame
mocninnou Tadou s koeficienty a,, o stiedu zy.

Véta T 6 (o rozvoji do Taylorovy fady). Necht f je holomorfni na kruhu B(zo, R). Pak existuje prdvé
jedna mocninnd fada s polomérem konvergence alesponi R, Ze na B(zy, R) plati

[e.e]
E anZ—Z()

n=0

Fv (20)
n!

Navic plati a,, = pro vsechna n € Ny.

Jako u realnych mocninnych ¥ad lze na kruhu konvergence prohazovat » a derivaci a dukaz je podobny.

Dusledek. Je-li f holomorfni na G, pak na G existuji derivace vsech vddi f* pro k € N.
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Diikaz. jednoznacnost:

[e.o]

flz) = Z%(Z—Zo)n

n=1
f'(z) = Zann(z—zo)"_l
n=1

f(2) k-krét zderivujeme. Pfipomeiimé, Ze pro mocninnou fadu plati (3°)" = (3_) ze stejnomérné konver-

gence.
f(k)(z) = iann(n —1)...(n—k+1)(z— Zo)nfk
n==k

dosadime z = z : f®)(2) = azk! (n = k)
existence : f je holomorfni na B(zg, R), necht 0 < r < R je pevné a p(t) = zo + re’. Necht z € B(z,r).
7 Cauchyova vzorce : f(z) = & [ L.

2mi Jp s—z

1 . 1 . 1 1 ‘z—zo|<E—zQ|:7’ 1 i Z— 20 n
s—z (s—z)—(2—2) s—z1-22 s—z20 £ \s— 2

S—20 0
1 [« (2= 20)" | S=ma(g=sGor) | / f(s)
- 2z — — 2" d
21 /Pz% u )(3 — zp)"t1 27 Z(Z %0) o (58— 20)" !
A
" o o (s — zo)"H!
(z — z)" 1 |z — zo|
su S < max —¢" proq= <1
se<£> A >(5 — zp)" ! (p) T |s — zo|

1 eirstrass
E max f—q" konverguje Weirg E =
r

Definice. Mnozina G C C se nazijvd oblast, pokud je oteviend a souvisld. Tedy pokud plati
VA, B e G otevrene vG,G=AUB,ANB=0= A=0 nebo B=10

Véta L 7 (o jednozna¢nosti holomorfni funkce). Necht G C C je oblast a f,g jsou holomorfni na G.
Predpokladejme, Ze mnozina

M={ze€G: f(z) =g(2)}

md hromadny bod v G, neboli existuji z, € M a zy € G takové, Ze z, "= zy. Pak f = g na G.

Diisledek. sin?(z) + cos?(z) = 1 plati Vz € C, nebot plati na R - redind osa — tisecka
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Diikaz. Bez ujmy na obecnosti predpokladejme g = 0 a zy = 0 (jinak posuneme oblast).
Necht f(z) =377, an2™ (lze dle véty 6)

Pokud a, =0, Vn = /

Necht dng : a,, # 0, prvni takové.

f(Z) = a’ﬂozno + an0+lzn0+1 +...= Zno Any + Apo+17 + ...
—_——

lim,_,0=0 ze spojitosti
Tedy k e = @ 30 Vz i |z] < 0(angrz+...) < @, tedy |f(2)| > \z\”o@ spec. f # 0 na B(0,9)\{0}
spor s 0 je hromadny bod {f = g = 0} (1. ¢len a,, je nenulovy) O

Definice. Relmeme, Ze funkce f md v bod€ zy pol ndsobnosti nejuyse k € N, je-li funkce

F(z) = { (2 — 20)**1f(2) pro z # 2

0 Pro z = 2y

holomorfni na néjakém okoli bodu z. Rekneme, Ze md pol ndasobnosti k, je-li k € N nejmensi s touto
vlastnosti.

Napiiklad funkce f(z) = 1/zF ma v bodé 0 pdl nasobnosti k.

Definice. Necht M C G C C je koneénd mnozina. Rekneme, Ze funkce f: G\M — C je meromorfni v
G, pokud je f holomorfni na G\M a v bodech M md f poly (konecné ndsobnosti).

Véta T 8 (o rozovji do Laurentovy fady). Nehct f je holomorfni na mezikruzi B(zo, R)\B(20,7), 0 <
r < R. Pak existuji jednoznacné urcend cisla ap € C, k € Z, Ze plati

f(z) = i ar(z — 20)" pro vsechna z € B(zy, R)\B(2,7)

k=—o00
Diikaz. Plati Cauchyho vzorec pro mezikruzi:

foy= 2 [ S8 g L[ )

271 onS— % 271 o S—Z
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—
./

F(z) = f(siiz(z) pro s # z, F holomorfni na Bg\B, a spojita v z
f'(2) pro z =z, = [ F(z) =0= [ F(2)dz

setenim f«m F — f(pT F=0

f(s) 1 f(s) 1
SDRS—ZdS_f(Z)/g;R—S—ZdS_/%S—st—i_f(Z)/%S—Z
— E/—“

ds = Cauchyuv vzorec pro mezikruzi

271

PR

1 1 z—2\" 5
— E - ) = E ar(z — 2 viz dikaz véty 6
S—2z 85— 2= (s—zg> §—2z a 0) Y

na @, : |z — 2| > |z —s| Vs € (p,)

1 1 —1 1 1 =(s5—2\" < . 1
s—z (s—z)—(2—2) z—zl—=5=20 z—zoz(z—zo> —Z(z %) (s — zo)kt!

zZ—2z0 n=0

— 2 ; s)ds = 2z — z)" Ls
S g [ 3 =2 = Y |

Pr Pr fe—=—_1

@® analogicky jako predtim ) = z Weirstrasse
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13.3 Reziduova véta a jeji aplikace

Definice. Necht' Y ;" ar(z—2)* je Laurentova vada funkce f. Rezuduum funkce f v bodé zy nazveme
koeficient a(_1y a znacime ho res., f.

Definice. Index bodu zy vzhledem v uzaviené kiivce ¢ je definovdin jako

1 1
271

dz

ind,zp =
© Z— 20

Index bodu udava, kolikrat obéhne kiivka ¢ okolo bodu zy, pokud uvazujeme nasobnost a obihani v
opaCném smeéru bereme s opacnym znaménkem.

Véta T 9 (Reziduova véta). Necht G C C je oblast, f je meromorfni funkce na G, ¢ je kifivka a poly f
nelezi na (¢)(C G). Pak plati

/f(z)dz = 2mi Z res, (f)ind, (f)
¥ {z:z je pol f}

Diikaz. Oznacme P = {z € G : f(z) = +oo resp. f mé pdl v z}. Pro zy € G oznaéme

-1

H., = Z ap(z — )"

k=—kz

¢ast rozvoje f do Laurentovy rady. Pak

F(z) = f(2) = Y Ha(2)

z0€EP

je F holomorfni na G. Podle Cauchyovy véty fso F(2)dz = 0. Tedy

L F(z)ds = L S Hoy(2)dz

= 2mi E res., find,zo

z0EP
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Pravidla pro vypocet rezidua

1. Je-li h holomorfni na okoli a a g mé v a jednoduchy pdl, pak

resa(hg) = h(a)resa(g)
2. Jsou-li h, g holomorfni na okoli @ a ¢ mé v a jednoduchy koten, pak

res, (1) = 1
9

g/(a)

3. Ma-li f v a pol nasobnosti n, pak lze reziduum spocitat za pomoci derivovani fadu (n — 1) jako

res,(f) = lim

z—a

n n—1
Vypocet integrali za pomoci reziduové véty:

Necht @) je racionalni funkce.

1. [T Q(cos(t), sin(t))dt

. ; z+1
substituce e = z, cos(t) =

2z

5=, sin(t) = -
2. [ R(x)dx

Loa it
2% v ar ¢

i
/ R(z)dz| < WR% =
$1

— 0
stupenn @) > stupen P+ 2, Vt € R : R(t) # o0

R:

i
Q?

[e.9]

2
3. J7 Q(z) sin(z)dx

res,, R(z)
{20€C : R(zp)=00}
4. [ Q(x) cos(z)dx

5. f)° Q(z)aP~tda

/ " R(dt = 2mi
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14 Metrické prostory II

Definice. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (P, o), kde P je mnoZina bodiia o : Px P — R
splnuge

1.Vex,ye P :o(z,y) =0 ax=y

2. Vr,y € P :o(x,y) = o(y, x) (symetrie)

3. Vr,y,z € P :o(x,2) < o(z,y) + oz, 2) (trojihelnikovd nerovnost)

Funkce o nazijvame metrika.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a {x,}>2, je posloupnost proki P a x € P. Rekneme, Ze
{z,}22, konverguje k = (v (P, 0)), pokud lim,,_,o o(x,,x) = 0. Znacéime lim,,_,o z, = x, nebo x, 2.

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor v K C P. Rekneme, ze K je kompaktni, jestliZe z kaZdé
posloupnosti prvki K lze vybrat konvergentni podposloupnost s limitou v K.

Véta BD 1 (charakterizace kompaktnich mnozin R™). MnozZina K C R"™ je kompaktni, prdvé kdyz je
omezend a uzavrend.

Véta L 2 (nabyvani extrémt na kompaktu). Necht (P, o) je metricky prostor a K C P je kompaktni.
Necht f : K — R je spojitd. Pak f nabyvd na K svého mazima i minima. Specidlné je tedy f na K
omezend.

Diikaz. 7 definice suprema :

dz, € K : lim f(x,) = sup f(x)
n—00 zcK

K je kompaktni interval, tedy 3z, — ,, € K. Z Heineho véty (Heine: y,, — v, f spojita = f(z,) — f(y))
a spojitosti f dostavame

I f(@n) = fzo)
— 00 N——

sup,e ¢ f ()

Tedy v x¢ nabyva f maxima. Pro minimum analogicky O

14.2 Uplné metrické prostory

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a necht x,, € P,n € N, je posloupnost bodi z P. Posloupnost
{zp}nen nazveme cauchyovskou, pokud

Ve >0 3ng e NVm,n>ng : o(xp, zm) <€
Posloupnost {x, }nen nezveme konvergentni, pokud existuje x € P tak, Ze

lim o(z,,z) =0

n—oo

Rekneme, Ze (P, o) je uplny, pokud je kazdd cauchzovskd poslouopnost konvergentni.
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Véta L 3 (aplnost R™). Metricky prostor (R, |.|) je uplny.

Diikaz. Pfipomenme: x, je konvergentni v R < spliuje BC-podminku, tedy Ve > 0 dng Vm,k >
no T, — x| < e

Necht ¥, je cauchyovska posloupnost v R", chceme dokézat Jy € R™ : y, hope Y

[yt — yh | < |yx — Ym| dostaneme, Ze yi je cauchyovska v R. Z BC-podminky plyne existence y' € R tak,
7e yp w8 y'. Analogicky nalezneme y?, ... y" € R tak, ze Vi € {2,...,n} : yi — ¢, tedy y S Yy, protoze
konvergence v R" je konvergence pro k — oo po slozkéch. O

Piiklad. 1. Metricky prostor (Q,|.]) nent iplny.

2. Metricky prostor vSech spojityjch funkci C([0,1]) s metrikou

a(f.9) = (R) / /() — g()|de
nent uplny.

3. Metricky prostor vSech Lebesqueovsky integrovatelnijch funkci L([0,1]) s metrikou

o(f.9) = (L) / f(@) - g(a)lde

je uplngj

Véta T 4 (uplnost spojitych funkei). Metricky prostor spojitych funkci (C([0,1]),0) se supremovou
metrikou

o(f,g9) = sup |f(z)— g(z)|

z€[0,1]

je uplny
Diikaz. Necht f, je cauchyovska posloupnost, tedy

Ve >0 3ng Ym,n >ng Vo € [0,1] : |f(z) — fu(z)| <e &

Pro pevné z € [0,1] Ve > 0 Ing Ym,n > 0 : | fu(z) — fi(x) | < e. Tedy posloupnost realnych cisel f,(z)
—_~—

je cauchyovska. Z BC-podminky plyne, Ze existuzize jeji limita f(z) € R.
V ® provedme
lim :Ve>03nyVn>nyVeel0l]:|fu(z) — flx)] <e

m—00 -
& fulz) = f(x) & f, spojité = f je spojita
Ve >03dng Vn >ng: o(fu, f) <e
= f, > f,tedy C[0,1] je uplny
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Véta T 5 (Banachova véta o kontrakei). Necht (P, o) je uplny metricky prostor a K < 1. Necht T : P —

P je zobrazeni takové, Ze
o(Tz, Ty) < Ko(x,y) Vo,yeP

Pak ezistuje pravé jeden bod xy € P tak, Ze T'(xq) = o
Diikaz. jednoznaénost: Necht T'(zg) = x¢ a T(Zo) = Zo, xo # To. Pak
Ko(zg,%o) > o(T(x0), T(%0)) = 0(20,Z0) = K >1

a to je spor.

existence: Zvolme z; € P libovolné a polozme xy1 = T'(xy). Tvrdime, Ze je cauchyovska.
o(zhy1, 2r) = o(T(z1), T(wk1)) < Ko(wg, v-1) < K?0(z)1,212) < ... < KF (29, 21)
Necht m,n > ng a navic m > n

Q(xma xn) S Q(‘rma xm—l) + Q(‘rm—la xm—2) +...+ Q<$n+17 xn)

1 T—00

< K™ 2wy, 1) + ...+ K" o(g,21) < K" 'o(aa, 21) —x

7 toho dostaneme cauchyho vlastnost x,. Z tuplnosti P dzq : x, it xo. Tvrdim T'(z) = xo

Tp1 = T(xy)
lim zy = T(xo)
n—oo
Tp — X : Q(ij,xo) — 07 Q(T(;Un),T(Qjo)) S KQ(Q?n,fE()) — 0 O

Poznamka. Véta TS se pouZiva napriklad v fractal compression. Touto metodou se vsak dosahuje horsich
vysledki neZ napriklad konpresi JPEG a proto se v prazi nepouzivd.

Véta T 6 (o ztuplnéni metrického prostoru). Necht (Q, o) je metricky prostor. Pak existuje uplnyg metricky
prostor (P, o) tak, Ze Q C P a
o(z,y) = o(r,y) Vr,y€Q
Diikaz. Polozme P = C(Q) s metrikou o(f, g) = sup,cq |f(2) — g(z)].
Poznamka. Dikaz je analogicky a dikazu véty o iplnosti C([0,1])

r€Q <> foy) =olr,y) € C(Q).
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Pro x # z a f, # f. chceme o(x,2) = o(fs, f-)

o(fe, f2) = sup ol — ozl 0@.2) > olfar £2) = oz, 2)

O
Véta L 7 (aplnost a uzaviend podmnozina). Necht (P, o) je uplnyg metricky prostor a F' C P je uzaviend

podmnoZzina. Pak je metricky prostor (F, o) uplny.

. e o . , . .. S P
Diikaz. Pripomen: Charakterizace uplnych mnozin: F' C P uzaviena, x, € F a x, — xo pak xg € F.

"KdyZ je mnozina uzaviena, pak se z ni nelze vykonvergovat ven"

Chceme (F, g) je uplny. Necht z,, € F je cauchyovska v (P, 9) = x, je cauchyovska v (P, o) P Jedpiny Jxg €
P:x,— x Pripgmet xo € F tedy (F, o) je uplny. ]

Definice. Necht (P, o) je uplny metricky prostor. Rekneme, Ze mnoZinaV C P je hustd, pokud pro kaZdé
x€ P ar>0 plati Blz,r)NV #0

Véta T 8 (Baire). Necht (P, p) je uplny metricky prostor. Potom prinik kaZdého spocetného systému
hustyjch oteviengch podmnoZin P je mnoZina hustd v P.

Diikaz. Vi, Vo, V3, ... jsou oteviené husté mnoziny. Necht x € P, r > 0 chceme
B(z,r)n (Vi #0
i=1

Vi je husta 3z € Vi N B(x, 7). Toto je oteviend mnozina = 3Ir > 0 : B(xy,r) C Vi N B(x,r)
Vs je husta Jxe € Vo N B(xq,r1). Toto je oteviena mnozina = 3ry > 0 : B(xg, o) C Vo N B(xy,71)(NV7)
A v tomto smyslu déle.

Nyni budeme postupovat mat. indukei: Vj je husta 3x € Vi, N B(xg_1,7c—1) toto je oteviend mnozina
= dxp, >0 B(xk,rk) Cc V. ﬂB(xk,l,rk,l) NVinVan...NV,_;.

Bez Gjmy na obecnosti 7, — 0. Nyni Vm,n > ng @, &n € B(Xng, Tny) = 0(Tm, Tn) < 2rm, (< €). Z
tohoto snadno plyne cauchyho vlastnost pro x,,. P je uplny = dxg, x,, = x¢. Nyni

xg GB(x,r)ﬂﬂV}

i=1
[

Véta T 9 (existence nediferencovatelné funkce). Eristuje funkce f € C([0,1]), kterd nent diferencovatelnd
v Zddném bodeé.

Dikaz. Necht
A, ={fe€C(0,1]) : It €[0,1] Vs € [0,1] : |f(t) — f(s)| < m|s —t|}
Vo = C([0,1])\A,

Budeme dokazovat
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1. A, je uzaviena = V,, je oteviena
2. f je diferencovatelna vt = 3In: fe A, (f ¢ V,)

3. V, je husta

Pak z Véta T8 plyne ()., V,, # 0. Necht f € (2, V,,, pak neni diferencovatelna podle 2.
1 : chceme f € Ay, fr — f, pak f € A,,. n je pevné.

fk € An Htk Vs S [0, 1] . |fk<tk) — fk(8)| S n|tk — S|

3 podposloupnost t,, — t € [0,1]. BUNO t; — t (z piivodni posloupnosti vyskrtam ¢leny pro které my
to neplati a z pavodni ¢, dostanu ¢, shodnou).

Necht s € [0, 1]

@) =) < [f@) = @]+ [fo(®) = felti)| + 1fe(te) — fu(s)] + [fe(s) — f(s)]
< () = o] +nft = te| + nlty — s| + [ fu(s) = f(z)]

"2 04 n0+njt—s|+0

Tedy Vs : |f(t) — f(s)| <n|t—s|= fe€ A,

2 : Mé&jme pevnou f v t, f'(t) = a. Pak

I >0Vret—0,t+6N]J0,1]: ’W—a <1
S SO0 (104 1) = 150~ F@)] < (Jal + Dl 1

Necht = € [0, 1]\[t — 0, + ¢]

Zvolme n > max{|a| + I,QSUTPW}. Pak f € A,

3 : Necht g € C([0,1]), r > 0. Chceme 3f € B(g,r) N V,, n je pevné. g je stejnomérné spojité, tedy
30> 0Vr,y €[0,1] |z —y| <d=|9(z) —g(y)| < 35-

Zkonstruujme funkei z ("zubatice"). 2z’ = +a, a > 3n.
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Polozme f = g + z, pak f € B(g,r)
.
of.9) =suplg + =z + hl = sup|z| =

Pro spor: necht f #V,,, tedy f € A,. Tedy mame ¢ € [0, 1] z definice A,. Nyni nalezneme s € [0,1] : |s —
t] < ¢

Nyni

v

2nlt —s| = f ¢ A,

a to je spor. O
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Piiklady

Vysettete bodovou, stejnomérnou a lokilné stejno-
mérnou konvergenci nasledujicich funkei

Zjistéte na kterach intervalech konverguje rada stej-

1. fu(z) = 2" —2* na (0,1) nomérneé resp. lokalné stejnomeérné.
2. fo(x) = 2% — 23" na (0,1) LY 2 a”

3. fulx) = 2°" — 23" na [0, 1] 2. Yoty (z;—s)n

4. folx) = 2™ — 2" na [0, 1] S

5. fa(z) = 2™ — 23" na (0,1) 4.3 afe e

6. fu(x) = 157 na [0,1] 5. Yoo (1+ 2

7. fa(z) = sin (£) na (—100, 100) 6. 30, arctan (255)

8. fulx)=n ( x+ % — ﬁ) na (0, 00) [P (1+z)(1+ggf),_,(1+m) na (0, c0)
9. fu(z) = YT+ 2" na (0,00) 8. Yoo sin (zi72)
10. fu(z) =n (x% - 1) na (1,100) a (1, 00) % Yoz psing

10. 3207, %

1 fa(@) = (14 3)" na [0, 00) 130 et
: =1

12. =
fu(z) na [0, 00) 12. >~  arctan (rlng)

1+n+ax

13. fu(z) = nze ™™ na R
14. fo(r) =e™®=Y na (0,1)
. Zjistete, zda > -, je na (a,b) diferencovatelna a
15. fa(x) = sin(72") na [0,1) zda konverguje lokalné stejnomérné
16. fu(x) = ey ha (0, 00) LY, ﬁ na (—1,00)
17. fo(z) = 202 na (0, 00) 2. 30 s
18. fu(x) = (1 + %)n na (0, 00) 3. Y 2 (1—a™)z" na [0, 1]
19. fn<g;> = g;arctan(nx) na R 4. 21010:1 fL_:L na [0, OO) s parametrem s € R
20. fo(z) =4/22+ n—lz, na R 5.3, % na (—1,00)
21. fu(z) = y/zsinZ na R 6. >, S;;ﬁ na R
22. fu(z) = €™ na (—o0,0) (AP
23. fo(x) = cos (z — 2™) na (0,1) 8. > > 2™arctan(3"z") na [0, 1]
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1. f(x) =z na [-m, )
9 — _
Urcete polomér konvergence f(@) = || na [=m,)
) 3. f(x) = (sgnz)sinz na [—m, )
LY
4. f(z) =z na [0,7) a f(z) =0 na [—m,0)
2 ZOO ntz"
© 2m=1"3 5. f(z) =¢€* na [—m, )
e —62z)"
S % 6. f(x)=|sin(z)| na [—m, )
4. Y2, ) 7. f(z) = sgn(z) na [~ )
5. Y00 pnHn’ 8. f(z) =2* —x na [0, 2m)
6. E;zg)!zn 9. f(z) =sin(3x) + cos(4z) — 1 na [0, 27)
o 10. f(z) = sin®(x) + cos®(z) na [—, )
7. Zn:l Zn_'
' 11. f(z) = 2? na [—m, )
8 Yol
L mh? 12. f(z) = 2* na [0, 2m)
0 n b\ n
9. 3l (na® + z) 2 pro 0 <a < 13. f(z) =sin(az), a € R na [—m,m)
10. >, 22" pro a > n ||
n=1 gn 14. f(z) = esin(x) na [—m,7)

11. 577 2nat”

Najdéte rezidua nésledujicich funkeci

Sectéte fadu

z

L f(2) = =59
1. o —42% + 923 — ... 2. f(2) = 5=
2. 3, E 3. /(=) = (i
3.2 o 4. f(2) = (1sz2)2
THD D 5. f(2) = T
5. Yot 55 6. f(z) = il
6. Yoy Gt 7. f(2) = #5
7. 220:1 % 8. f(z) = ﬁ

Najdéte Fourierovu fadu nasledujicich funkei

Spoctéte kiivkovy integral



CJaVE+ \/igdz (a) C je oblouk paraboly y = 1—2? od bodu
[1,0] do bodu [—1, 0]
(a) S! je jednotkova kruZnice probihajici v
kladném smyslu

1
(a) C je jednotkova kruznice probihajici v Spoctéte
kladném smyslu ~
L fo (x2+1 i
N A
. , . e 2. [* 2L g
(a) C je jednotkova kruznice probihajici v 0 =z%+1
kladném smyslu a a € R 3 f—oooo x61+ dx
< dz
o F L
(a) C je kruznice S(2i,2)
(b) C je kruznice S(0,10) 5 o 2+1)E 2 44)°
©2mi fC z4— 1dZ 6. f 2_,_9)3
C=5(1,1
(a) (1,1) T
(b) C=5(-2,3)
: 8_ SIH II?
o7 dz S
(a) a € R\{1,3} a O = S(2,1) 9 I
- Jp zdz 10. foooo x;ii
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pd

¢né vzorce

ite

é uzi

P

Neékter

elr _ ol

sin

e 4 et

coS ¢

cos(x) + isin(z)

eix

Im(e'z)

sin(z)

cos(x) — isin(x)

efix

Re(e'z)

cos(z)
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